Vehicle Dynamics and Control

Lecture 7
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The lectures

e Tyre modelling

e | ongitudinal dynamics and control
e |ateral dynamics and control

e \Vertical dynamics and control

e Stability and control

e Applications
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Today'’s lecture

e Electronic stability control
e Four-wheel steering and step responses
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Electronic Stability Control
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Vehicle Stability Control ESP

Kart barn har manga namn

e AYC - Active Yaw Control
e \/DC - Vehicle Dynamics Control
e ESP - Electronic Stability Program

| fortsattningen anvands ESP som gemensam forkortning
eftersom den ar vanligast atminstone for tillfallet.

Fran Wikipedia:
Det engelska namnet Electronic Stability Program &r ocksa ett varumarke agt av Robert Bosch GmbH.

Andra forkortningar och beteckningar ar CST (Ferrari), DSC (BMW och Mazda), MASC Mitsubishi, MSP (Maserati),
PSM (Porsche), VDC (Alfa Romeo), VSA (Honda), VSC (Toyota och Lexus), samt hos Volvos system TRACS, ETC
- Electronic Traction control, DSA - Dynamic Stability Assistant, STC - Stability Traction Control och DSTC -
Dynamic Stability and Traction Control.
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https://sv.wikipedia.org/wiki/Varum%C3%A4rke
https://sv.wikipedia.org/wiki/Robert_Bosch_GmbH
https://sv.wikipedia.org/wiki/Ferrari
https://sv.wikipedia.org/wiki/BMW
https://sv.wikipedia.org/wiki/Mazda
https://sv.wikipedia.org/wiki/Mitsubishi
https://sv.wikipedia.org/wiki/Maserati
https://sv.wikipedia.org/wiki/Porsche
https://sv.wikipedia.org/wiki/Alfa_Romeo
https://sv.wikipedia.org/wiki/Honda
https://sv.wikipedia.org/wiki/Toyota
https://sv.wikipedia.org/wiki/Lexus
https://sv.wikipedia.org/wiki/Volvo_Personvagnar

Overgripande funktion

For att uppna 6nskad funktion behdver man

e Beskriva bilens onskade beteende. Detta ar inte
trivialt eftersom det kraver en uppfattning om

forarens onskan.
e Beskriva bilens aktuella beteende.

e Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns,
och till underliggande reglersystem.
e Ta hansyn till forarens beteende i en pressad situation.

e Utforma ett styrsystem baserat pa ovanstaende
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Figur 5.24 fran boken
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Mal

Skapa ett sladdhammande moment AM baserat pa
bilens uppforande jamfort med onskat beteende.

Vi borjar med att titta pa kraven pa kunskap
om bilens aktuella uppforande.

Hur manga variabler behovs?

INTENDED COURSE OF
THE VEHICLE (BASED
ON DRIVER'S INPUT)

l

ACTUAL COURSE OF
THE VEHICLE

CALCULATED FROM
THE MEASURED
STEERING ANGLE,
WHEEL ROTATING
SPEEDS, ETC.

i

l

CALCULATED FROM
THE MEASURED
LATERAL
ACCELERATION,
YAW RATE, ETC.

l

DETERMINING THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND
ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE

DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE

REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE

LINKOPING
UNIVERSITY




Krav pa kunskap om bilens uppférande

Hur beter sig en bil i stabil kurvtagning (relaterat till dynamiska variabler)?

En bil med konstant fart i en kurva med konstant krokning har konstant
(2, dvs konstant girvinkelhastighet (yaw-rate pa engelska och ofta betecknad V).

Ett forsta villkor pa reglerfunktionen:
Reglera €2,

Detta ar bakgrunden till den ursprungligen vanliga termen
AYC - Active Yaw(-rate) Control.

Det ar viktigt att inse att det inte racker med konstant £2_, dvs konstant yaw-rate.
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Figur 5.23

1 STEP INPUT AT STEERING WHEEL

2 ON HIGH FRICTION ROAD

3 ON SLIPPERY ROAD WITH STEERING
CORRECTION AND YAW RATE CONTROL

4 ON SLIPPERY ROAD WITH BOTH YAW
RATE AND SIDE SLIP ANGLE CONTROL
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Krav pa kunskap om bilens uppférande !

Villkoret pa sidrorelse som kan formuleras i Vy men det normala ar att
infora fordonets sidavdrift [

Definiera fordonets sidavdrift (body slip pa engelska)

1y |
p = tan (7)

Vi far ett andra villkor pa reglerfunktionen: Reglera f

Detta ar bakgrunden till att den ursprungligen vanliga termen
AYC - Active Yaw(-rate) Control inte ar lika popular langre.
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Krav pa kunskap om bilens uppférande §

Slutsatsen att det kravs tva variabler att reglera pa.

Vivéljer £2_ och p.

Q- V,
O Sptvies
=t NG
G=2 S

O
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Onskvart beteende

Regleruppgiften bestar alltsa i att reglera €2, och p.
Vilka borvarden ska man anvanda?

Har kommer foraren in i bilden och
vad vet vi om personen bakom ratten?

Det vi vet ar som vanligt forarens agerande pa sina reglage:

ratt, pedaleroch vaxelspak. (De tva senare ar inte primara
har men ar viktiga for underliggande reglering som ABS/TC.)

Uppgift: relatera styrvinkel, o, till bérvérden pa £2_ och p.

13
INTENDED COURSE OF ACTUAL COURSE OF
THE VEHICLE (BASED THE VEHICLE
ON DRIVER'S INPUT)
CALCULATED FROM CALCULATED FROM

THE MEASURED THE MEASURED
STEERING ANGLE, LATERAL
WHEEL ROTATING ACCELERATION,

SPEEDS, ETC. YAW RATE, ETC.

i

DETERMINING THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND
ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE

l

DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE

l

REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE
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Onskat beteende: Girvinkelhastigheten

Hur ska vi relatera styrvinkel, o, till lampliga bérvarden pa €2, och / som beskriver ett gott
uppforande hos fordonet. Utgar fran vardena vid stationar kurvtagning.

Eliminerar vi kurvradien R sa far vi sambandet

v
QnOm — 5
< L+K,V?/g /
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Onskat beteende: Sidavdrift :

Som vanligt galler
L K % Y
[ R uSgR

| triangeln ser vi att

12
nom — £ _ o
== —a,

Fran forelasning 4:

- W.a,  ImV?

a, —
Car 8 2C,LR

Tillsammans ger ovanstaende sambandet

] [ ,mV?
gnom 2 2C, L 5
CL+K, Vg’
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Reglermal

Vi ar nu redo att formulera reglermalen (i matematiska termer)

Reglera bilen sa att den reagerar pa rattutslag, o, sa att
girvinkelhastighet, €2, och sidavdrift,
[, beter sig som under stabil stationar kurvtagning.

Valj som referensvarden

v
QI’ZOm — 5
< L+K,V?/g /
och
] [ ,mV?
gnom 2 2C, L 5
L+K, V2g

16
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Overgripande funktion

Vi har nu kommit en bit pa vag.
For att uppna 6nskad funktion behover man

e Beskriva bilens 6nskade beteende.
Detta ar inte trivialt eftersom det kraver en uppfattning om férarens 6nskan.
e Beskriva bilens aktuella beteende.
e Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns,
och till underliggande reglersystem.
e Ta hansyn till forarens beteende i en pressad situation.
e Utforma ett styrsystem baserat pa ovanstaende.

Vi ska nu oversiktligt titta pa den andra punkten.
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Sensorer

INTENDED COURSE OF
THE VEHICLE (BASED ACTTUHAEL\?E%SEEE oF
ON DRIVER'S INPUT)
Foljande sensorsignaler finns tillgangliga: l
CALCULATED FROM CALCULATED FROM
: THE MEASURED THE MEASURED
¢ [5] SterI nkel [rad] : STEERING ANGLE, LATERAL
. WHEEL ROTATING ACCELERATION,
° [\II] Girhastighet [rad/s]. SPEEDf, ETC. YAW RATE, ETC.

* [w, ;4] Rotationshastigheter for respektive hjul [rad/s]. SETERMINING THE DIFFERENGE

9) BETWEEN THE INTENDED AND
] . ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE

i

e [a, ] Lateral acceleration [m/s

. o . . DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
Det finns ocksa sensorer i det hydrauliska bromssystemet, REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
. o . .. e . BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE
men vi gar inte in i sadan detalj. l

REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE
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Aktuellt beteende h

INTENDED COURSE OF
THE VEHICLE (BASED

ACTUAL COURSE OF

ON DRIVER'S INPUT) THE VERICLE
Uppgift: Bestam aktuellt £2_, V. och p. l
CALCULATED FROM CALCULATED FROM
Enklaste ansatsen (tillracklig i laborationen) ar att e MEASURED THE MEAS JRED
WHEEL ROTATING’ ACCELERATION,
. SPEEDS, ETC. YAW RATE, ETC.
e [€2 ] bestdms direkt ur sensorn fér Y, girhastigheten [rad/s]. l
DETERMINING THE DIFFERENCE
. . . . BETWEEN THE INTENDED AND
e [V ] bestdms ur w, 5 ;5 4 rotationshastigheterna for AGTUAL COURSE OF THE VEHIGLE
respektive hjul [rad/s]. Valj ratt hjul. v
. . . o) DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
e [f] bestams genom att integrera q, , laterala accelerationen [m/s~]. REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE
Da far man V| och med anvandning av V, ovan erhaller l
: P I REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
man via definitionsformeln :6 AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE

THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE
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Aktuellt beteende

Uppgift: Bestam aktuellt £2_, V. och p.
Enklaste ansatsen kan forbattras.

Vi vet att dynamiken i ett forenklat fall ges av
Mu + Au = Bo

Det &r naturligt att férbattra estimeringen av 2, V, och p
genom att anvanda en observator.

20
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Styrlag

. . . . INTENDED COURSE OF
Infor AM, Korrigerande moment kring bilens THE VEHICLE (BASED ACTUAL COURSE OF

. ON DRIVER'S INPUT) THE VEHICLE
masscentrum som mellanstyrvariabel. l l
CALCULATED FROM CALCULATED FROM
Antag att vi har nodvandiga variabler sasom STEERING ANGLE. THE PO RED
o . WHEEL ROTATING ACCELERATION,
(0, v,, v, ¥) fran sensorer och observatorer. SPEEDS, ETC. YAW RATE, ETC.
~ 2 1 DETERMINING THE DIFFERENCE
Det galler alltsa att finna en styrlag e [ D e
. ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE
AM = AM(o, v,, Vy ¥) l
DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
o o o REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
Valj AM s3 att reglermalen uppnas. BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE
. o . . REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
Det ar da naturligt att anvanda AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE
AM = AM(p™™" — p, 7" — Q)
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Styrlag

Enklaste ansatsen ar att proportionellt aterkoppla de tva storheter man vill

halla nere
AM = k,(p"" — f) + kz(QZOm — QZ)

dar k;, k, ar regulatorparametrar

som trimmas empiriskt.

Notera att k; = 0 ger ren "yaw-rate control”
med majlig problembild enligt figur 5.23 i Wong.

Fundera pa vilka tecken k;, k, ska ha.

22
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Effektuering med bromsar .

I = ' A 3 hi INTENDED COURSE OF
Uppgiften ar nu att givet ett 6nskat moment pa bilen, AM, M A e ACTUAL COURSE OF
skapa detta moment genom att individuellt bromsa olika hjul. ON DRIVER'S INFUT)

l l

. . . . . CALCULATED FROM CALCULATED FROM
For att realisera detta kan komplicerade strategier anvandas, THE MEASURED THE MEASURED
, . , , L , STEERING ANGLE, LATERAL
men vi begransar oss nu till en enkel variant som ar tillracklig WHEEL ROTATING ACCELERATION,
~ : _ SPEEDS, ETC. YAW RATE, ETC.
for laborationen i kursen. l l

DETERMINING THE DIFFERENCE

Viktig strategifraga: BETWEEN THE INTENDED AND
ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE

Vilket (vilka) hjul ska bromsas i olika situationer? DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT

REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE

REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE

AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE
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Val av hjul att bromsa

Schematisk skiss av situationen for diskussion av vilket hjul att bromsa

0

24
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Val av hjul att bromsa

Med AM som i figur ska uppenbart ett vansterhjul bromsas.

Fram eller bak? Sidkraftsanalys ger att det ar bak som ska bromsas.

25
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Val av hjul att bromsa

Med AM som i figur ska uppenbart ett hogerhjul bromsas.

-

Med bromsat framhjul ger den minskade sidkraften ett moment i dnskad riktning.

26
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Effektuering med bromsar

Uppgiften ar alltsa att givet ett 6nskat moment pa bilen, AM,
skapa detta moment genom att individuellt bromsa olika hjul.

Strategi:

Vid overstyrning, nar ett uppratande moment kravs, bromsas ett
framhjul.

Vid understyrning, nar ett vridande moment kravs, bromsas

ett bakhjul.

Kvantitativt galler det att finna den erforderliga bromskraften, F,
som funktion av det 6nskade momentet AM och styrvinkel 0.

Loses for de fyra fallen: hoger- och
vanstersvang, med respektive over- och understyrning.

27
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Effektuering med bromsar, Fall 1 .

Ett fordon i vanstersvang, 2, < 0.

F
N — T ‘

D
b

0

— 2

Antag att fordonet dverstyr vilket medfor AM > 0. Styrvinkeln, o0, ari figuren negativ.

Ett uppratande moment kravs. Det realiseras genom att bromsa hoger framhjul.
r=ax+cy

F=|F|(—cos(—d0)x + sin(—0)y) = — | F| (cos 0x + sin 6y)

M=rXxF=|F|(—asind + ccosd)Z
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Effektuering med bromsar, Fall 2

Ett fordon i vanstersvang, £2. < 0.

Antag att fordonet understyr vilket medfor AM < 0. Styrvinkeln, o, ar i figuren negativ.

Ett vridande moment kravs. Det realiseras genom att bromsa vanster bakhjul.
r=—>bx—cy

F=—-|F|X

M=rxF=—-|F|cZ

29
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Effektuering med bromsar, Fall 3 & 4

De tva dterstdende fallen géller fordon i hégersvang, 2. > 0, och

ar analoga med vanstersvang.

Notera dock olika teckenbyten.

Antag att fordonet dverstyr.
Ett uppratande moment realiseras genom att bromsa vanster framhjul,

och momentet som kravs ar mindre an noll.

Antag att fordonet understyr.
Ett vridande moment realiseras genom att bromsa hoger bakhjul,

och momentet som kravs ar storre an noll.
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Effektuering med bromsar

| samtliga fall |6ses den erforderliga bromskraften, F, ut ur sista ekvationen
som funktion av det dnskade momentet AM och styrvinkel 0.

Vid en verklig realisering tilllkommer att hantera det underliggande
bromssystemet sa att man erhaller de bromskrafter man énskar men vi gar
inte in pa detta.

31

LINKOPING
UNIVERSITY



Problem kring forarbeteende

Det visar sig att manga forare overreagerar i utsatta situationer.
Vid sladd yttrar det sig i alltfor haftiga rattutslag.

Problemstallning: Finns det nagra vettiga atgarder som kan
inforlivas i styrsystemet?

32
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Tillagg for hantering av forarbeteende

Haftiga rattutslag resulterar via

v
Ql’lOm — 5
: L+K, Vg’
och
] l,mV?
o 2 2C, L s
CL+K, Vg

i for stora nominella varden.

Hur kan man begransa €27 och f"°"?

33

LINKOPING
UNIVERSITY



Tillagg for hantering av forarbeteende

Det ar inte lont att krava storre sidkrafter an underlaget medger i
forhallande till farten.

Vihar ', =ma, < umg}

y max y max

Nu vet vi inte 4 men kan skaffa oss en uppfattning via a, = jgnar

trigg

det borjar sladda.
Viharocksaa, =V, + V Q,
Ansatter vi lite grovt att Vy = () precis i starten av sladden sa far vi

qom < 18
v,

Infor denna begransning i styrsystemet.

34
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Tillagg for hantering av forarbeteende

Vi far
v
Qo = 5 om Qo< |EE
L+K,6,V?/g V.
QoM = 'l;t/—g sign(£27°")  annars

Notera att detektering/diagnos kravs utover filtrering (observator) for att
identifiera att sladd sker.

Ansatsen Vy = () i starten av sladden ar grov sa om man sager att den
termen tar maximalt 15 % av a,, sa kan man anvanda

Y
Qo < 10.8552
Vi
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Tillagg for hantering av forarbeteende

v
anm —
L+K,V3/g
Q7 < HS
Vs

O

1.8

1.4F.

Yaw rate QZ [rad/s]

16F

Exempel pa begransning av €2,

6=16.0°

25

30

35

.40
Velocity VX [km/h]

45

55

60
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Tillagg for hantering av forarbeteende

Begransningav p, . .?

Illustrerar med en empirisk grans
PO = atan(0.02ug)

max

En bakgrund till att den fungerar ar att f ar liten nar man har kontroll pa
fordonet. (I laborationen kan man anvanda /""" = 0 med gott resultat.)

37
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Tillagg for hantering av forarbeteende

Man far alltsa

] llsz
8 ~ Gk 17" | < atan(0.02ug)
nom . — g om nom | < atan(0.
L+K, 6 V?/g / HS

p " = |atan(0.02ug) | sign(f™")  annars

dar man skattar yg pa som innan.

38

LINKOPING
UNIVERSITY



Tillagg for hantering av forarbeteende

Exempel pa begransning av """

121

l llsz _________________________________________________ n=1.0
prom = T 2l 0 10F
L+K, Vg’

)
T

| 7| < atan(0.02ug)

Slip angle B [°]

020 25 30 35
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Tillagg for hantering av forarbeteende

Man kan ga vidare och infora filtrering/fordrojningar innan man later
rattutslag sla igenom i borvardena.

Man har ocksa en dédzon pa AM, dvs den maste vara storre an en

troskel for att paverka bromsning av hjul. Det ska alltsa inte handa handa
nagot under normal korning. Detta sparar ocksa bransle eftersom nagot hjul i
annat fall skulle smabromsa hela tiden.
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Overgripande funktion

Vi har nu kommit igenom hela kedjan.

For att uppna onskad funktion beh6ver man

e Beskriva bilens dnskade beteende. Detta ar inte trivialt
eftersom det kraver en uppfattning om férarens onskan.

e Beskriva bilens aktuella beteende.

e Relatera till de sensorer och aktuatorer som finns, och till
underliggande reglersystem

e Ta hansyn till férarens beteende i en pressad situation.

e Utforma ett styrsystem baserat pa ovanstaende.

INTENDED COURSE OF
THE VEHICLE (BASED
ON DRIVER'S INPUT)

ACTUAL COURSE OF
THE VEHICLE

l

l

CALCULATED FROM
THE MEASURED
STEERING ANGLE,
WHEEL ROTATING
SPEEDS, ETC.

CALCULATED FROM
THE MEASURED
LATERAL
ACCELERATION,
YAW RATE, ETC.

l

l

DETERMINING THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND
ACTUAL COURSE OF THE VEHICLE

DETERMINING THE RESTORING YAW MOMENT
REQUIRED TO MINIMIZE THE DIFFERENCE
BETWEEN THE INTENDED AND ACTUAL COURSE

REGULATING INDIVIDUAL WHEEL BRAKE PRESSURE
AND/OR ENGINE OUTPUT TORQUE, TO RESTORE
THE VEHICLE TO THE INTENDED COURSE

41
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Four-Wheel Streering
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Four-wheel steering

a: Front-wheel steering
b and c: Four-wheel steering

43
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From the previous lecture

hQ, — V, LY .
[~ X =7 N 5f/ TN

C 7 Tv, gfvy V.

Kinematics from the figure Model for tire forces
= 5 ZIQZ + Vy Fy — ZCafOlf

/N _

Vx Fyr _ 2Carar VB = VA T W X FAB
ZZQZ_V)/ aB:aA——wxrABerx(wxrAB)
0{,, —
Vs

From now it will be assumed that the longitudinal velocity V _is
constant and it will be play the role of a parameter in the analysis.
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From the previous lecture

m(Vy +VQ)=F, +F,cosd + F sin o

IZQZ — llef COS 5]6 — leyl’ + llFxf Sin 5]6

[, + V) L2, =V,
Fyf — 2Caf<5f V ), Fyr — 2Car ( V

Can be rearranged

| 2C,; +2C,, 21,C e — 21,C,,
mV, 4 [ v V,+ |mV, - v ]QZ = 2C,,5(1)
X A J VB = VA T+ W X FARB
6;1 6?2 aB:aA——wxrABerx(wxrAB)
| 21,C,p - 2L,C,, 217C, + 215C,,
a3 ‘ ‘ a;
[T R




From the previous lecture

The system
, 2Caf + 2C,, ZZlCaf — ZZsz,
a a,
| 21,C,p — 2L,C,, 21C,p + 215C,,
e as
can be written in matrix form
Mx + AX = u(r)
where
a, da 2C c0L1)
Y L U Lo ] I fOf
0 IZ s dy 21 Cafﬁf(t)

46
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4WS: Equations of Motion

Now we modify the model and add rear-wheel steering with the steer angle o,

Kinematics from the figure

LQ,+V,
ap = 0y v
LOQ —V
a, = e ylé,,
Vi

The differences from the previous lecture are colored red

47
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4WS: Equations of Motion

Now we get

m(V, + V.Q) = F, +F,;cos & + F,sin
1Q = [\ Fycos o — LF 41 F, st oy

ZIQZ T Vy leZ - Vy
Fy — 2C0!f(5f V ), Fyr — 2Car< V | 5

Can be rearranged:
mV, + a,V, + a,Q. = 2C,:5; + 2C,,5,
IQ. + a3V, + Q. = 21,C,541) — 2,,C,,5

ar-r

)

48
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Step responses

Now we shall study some step responses for the system
MX + AX = u,04(1) + 1,0,(7)

where

a

m 0 ay dp 2C0‘f 2Car
M — A — — —
[O IZ] , [a3 a4] , uf |:211C f:| ’ ur [_212Car

By taking the Laplace transform we get

(sM + A)X = u04(s) + 1,0,(s)

|x

|

Yy

§)

Z

|
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Transfer functions

The next step is to study the transfer functions for the system. It follows from
(SM + A)X = uféf(s) + w.0,(s)

that
Vy ~|ms +a a, ~1 2Caf - 2C, S
QZ CZ3 IZS + Cl4 2[1 Ca J _2Z2Car d
1 |Is+a, —a 2C, 2C,,
—_|PTh Th " 5+ 5,
A —a; ms+aq, 2[,C, -2,,C,,
where

A = det(sM + A) = Lms* + (La, + may)s + (a,a, — a,as)

is the determinant.
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Step Response | ;

The transfer functions from o, to V, and €2,

Vy(S) 1 |Ls+a, —a, 2C,,
= — 0,(s)
Q. (s) A —ay; ms+ay| |-2[,C,

+ G
_ 2Car [ IZS dy lla2] 5r(S) _ [ Yr(S)] 51,(5)

A _a3 - llmS - alll GZI”(S)

Consider a step in the rear steer angle, i.e., 0.(s) = 1/s.

The immediate response in the lateral acceleration at the center of gravity is then

V,+V.Q, = im sV + V,Q) = lim 556G, +V,G,)3,
o 2C,Ls*+(.)s+ ()1 2C,
= lim s = >0

§— 00 IZWIS2+(...)S + () \) m

where we used the initial value theorem f(07) = lim__, _ sF(s).
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Step response | &

The transfer functions from o, to V| and €2,

= — 0,($)
Q (s) A —ay; ms+a| |-2[,C,

G
_ 2Car [ IZS dy lla2] 5r(S) _ |: yr(S):| 57,(5’)

A |—ay—Ilims—a,l, G, (s)

Consider a step in the rear steer angle, i.e., 0.(s) = 1/s. The limit value, as 7 tends to infinity,
of the lateral acceleration at the center of gravity is then

lim V, + V.Q. =lims(sV, + V. Q) = lims(sG,,+V,G._,)5,

[— o0 s—0 s—0
o CLOSPH(L)s=2V.C (al + as) ] 2V.C, (al; + ay)
= lim s = <0
s—0 ( : .)S2 + ( : )S+ (a1a4 — a2a3) S ady — drdsy

where we used the final value theorem lim,_, . _ f(#) = lim_ ; sF(s).
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Non-minimum phase

Step Response
1.4 T ' T T T
T Minimum Phase
1.2 + / N — Non-minimum Phase | _
l/ "",' \\\ . -‘~.___V
/ N
----------------- \"'"'"'"'"'""‘J""""'"'""‘»4.'.:'""';'_"JJWT"_"W""M

Amplitude

-0.4 ' ' '
2 4 6 10
Time (seconds)
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Step response |

2C,;
5
[2zlc } /

a

v, L |s+a —a

Q| a

26y
A

—dz ms+ a

[s+a, — La,

O

—ax+ 1 ims+aql,

Consider a step in the front steer angle, i.e., 5f(s) = 1/s.

The immediate response in the lateral acceleration at the rear axle is then

Vy +VQ —LQ.

= lim s(sV,, — L5 +V. Q)

=01 §— 00

o 2Cy(- mhb)s*+ ()5 + () 2C,(I — mhb)
§— 00 Lms?+(...)s+(...) - I m

where we used the initial value theorem f(0™) = lim,_, __ sF(s).
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Interpretation of the third step response =

The immediate step response can be rewritten as

V.—LQ + VO
R P ILm Im

where we have introduced the length [} = I./(mml,).

The system is equivalent to a system with a point mass m; = ml,/(l; + [,) located at the

distance [ in front of the center of gravity, and a point mass m, = ml;/(l; + [,) located

at the rear axle.
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Interpretation of the third step response

Consider a hanging beam being hit by a hammer:

% % % k\
COP |@ ‘\ COP |@ COP (@ ?
I P
Depending on where you hit it, the top of the beam will move in different directions.
The limit case when the top doesn't move at all is when you hit it at the center of

percussion (COP inn the figure). For a uniform beam the distance to (COP) from the
top is 2/3 of the length of the beam.
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Interpretation of the third step response

If the suspension point is the rear axle, then the center of percussion is
located at the mass m, in the figure:

COP | @ A—\ COP |@ COP |@ 2Fyf
2; ‘? Y

This explains the sign of the initial acceleration at the rear axle:

, , 2C (I, —mll,) 2C, ml(l; —[))
VoL +ve| == -

=0+ I m I M
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